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Resumo:

O Teorema da Convergéncia Mondétona € um resultado cldssico na teoria da integracao
de Lebesgue. Segue do fato que toda funcdo Riemann integravel é também Lebesgue
integravel e da coincidéncia dos valores de ambas as integrais que o resultado também vale
para a integral de Riemann sob a hipétese do limite ser Riemann integravel. Apresentamos
aqui uma demonstracao deste resultado para a integral de Riemann usando calibres, uma
ferramenta que foi desenvolvida na teoria de integracao de Henstock-Kurzweil, e nao faz
uso da integral de Lebesgue.

Palavras-chave: Integracio; convergéncia; medida; calibre.

1. Introducao

O conceito de integragado, juntamente com os de func¢ao e continuidade, passou
por profundas transformacdes nos séculos XVIII e XIX!. Atualmente, é comum definir
fun¢des em termos da teoria dos conjuntos — que sO se tornou disponivel com Georg
Cantor (1845-1918) na segunda metade do século XIX. Na época de Leonhard Euler (1707-
1783), funcdes eram compreendidas apenas como expressdes envolvendo operacdes usuais,
como adi¢ao, multiplicacdo, extracdo de raizes, funcdes trigonométricas, exponenciais,

etc.

A nog¢ao de continuidade também era diferente da atual, considerava-se uma
fungdo continua quando era definida por uma tnica expressao desse tipo. Ja as funcoes
definidas por partes eram vistas como casos patoldgicos, descontinuos. Augustin-Louis

Cauchy (1789-1857) percebeu que essa definicao € inconsistente, pois a fun¢ao modulo

Para uma descrigdo detalhada do desenvolvimento do conceito de fungio, ver (Monna, 1972) e para o
desenvolvimento do conceito de integral, ver a primeira secio do primeiro capitulo de (Chae, 2012).
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pode ser definida tanto por partes como numa Unica expressao y = v x2. Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857), Johann Dirichlet (1805-1859) e Bernhard Riemann (1826-1866) ja
entendiam fungdes e continuidade de maneira muito mais préxima da definicio moderna,

mas claro, ainda nao da maneira conjuntista.

Naquela época, a defini¢cao predominante de integral definida de uma funcdo em
um intervalo era como a diferenca dos valores de uma primitiva da funcao nos extremos do
intervalo. Essa abordagem tinha a vantagem de evitar o uso dos polémicos infinitésimos,
que s6 foram formalizados, com a anélise ndo padronizada, no século XX, mas, por outro
lado, ocultava o cardter geométrico da integral e tornava dificil justificar métodos de

aproximagao numérica.

Cauchy também prop6s uma defini¢do de integral para funcdes continuas, inde-
pendente da nocao de derivada, que lhe permitiu demonstrar o Teorema do Valor Médio
para integrais e, a partir dele, os Teoremas Fundamentais do Célculo. Posteriormente,
Dirichlet estendeu essa defini¢cao, permitindo a integracdo de fung¢des que apresentam
descontinuidades em certos conjuntos “esparsos” que podem ser infinitos, mas nao sao
densos no dominio. Essa generalizacao possibilitou a integracao de fungdes descontinuas

em conjuntos maiores, mas era ainda bem restritiva.

Em seu famoso artigo de 1854, tratando da representabilidade de fun¢des por
séries trigonométricas (Riemann, 2004), Riemann generaliza a integral de Cauchy em
outra direcdo, obtendo uma integral mais geral tanto que a de Cauchy quanto a extensao
de Dirichlet. Neste mesmo artigo, Riemann apresenta um exemplo de uma func¢do que é
Riemann integravel que e € descontinua em um subconjunto denso do seu dominio. Mais
tarde, as fun¢des Riemann integraveis foram caracterizadas como as fung¢des cujo conjunto

de pontos de descontinuidade tem medida nula.

Em sua tese (Lebesgue, 1902), Henri Lebesgue (1875-1941) introduz a defini¢ao
da integral que conhecemos hoje como integral de Lebesgue, e que ele chamava de integral
geométrica, baseada na teoria da medida que vinha sendo desenvolvida por Emile Borel
(1871-1956). Essa integral, definida de forma totalmente independente a integral de
Riemann, amplia enormemente a classe das fungdes integraveis e permite resultados como
o Teorema da Convergéncia Monétona, o Teorema de Beppo Levi, o Lema de Fatou, e o
Teorema da Convergéncia Dominada. Estes mesmos teoremas valem também a integral de
Riemann sob a hipétese adicional (necessaria e suficiente) de que a sequéncia de fungdes

convirja para uma funcdo Riemann integravel.

Uma nova abordagem a integracao foi desenvolvida por Jaroslav Kurzweil (1926-
2022) e Ralph Henstock (1923-2007) por volta de 1960. Essa integral, conhecida como
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integral de Henstock-Kurzweil, integral de gauge ou integral de Riemann generalizada®
¢ baseada na integral de Riemann e substitui o critério usual de refinamento de particdes
usando a norma pela nocao mais flexivel de calibre — uma funcio que determina, ponto a
ponto, o grau de refinamente exigido da particdo. No caso de funcdes reais definidas em
intervalos compactos, essa integral consegue integrar todas as fungdes Lebesgue integraveis

e ainda algumas que ndo sdo integraveis no sentido de Lebesgue.

Nesse trabalho, exploramos o Teorema da Convergéncia Dominada para integral
de Riemann e para a integral de Lebesgue. Veremos como técnicas que surgem na teoria da

integracao de Henstock-Kurzweil podem ser aplicadas na teoria de integracdo de Riemann.

2. Teorema da Convergéncia Monotona para integral de Lebesgue

Iniciamos apresentando uma demonstragdo bem conhecida do Teorema da Con-
vergéncia Mond6tona no contexto da integral de Lebesgue. Essa demonstracdo pode ser
encontrada em diversos textos classicos de Andlise Real, como (Rudin, 1987) e (Folland,
1999).

Teorema da Convergéncia Mondtona. Sejam (X, M, ) um espago de medida, { f,,} uma
sequéncia monétona ndo decrescente de fungdes mensuraveis f, : X — [0, +oc] com

limite pontual f = lim f,,. Entao, vale que:

/leim/fn.

Demonstra¢do. Como {f,} é uma sequéncia nao decrescente, f = sup f, e f, < f
para todo n € N. Pelas propriedades da integral de Lebesgue, temos [ f, < [ f para
qualquer n € N. Quando n — o0, pela preservagao de sinal, obtemos a desigualdade
lim f fn < f f.

Considere ¢ : X — [0, +o00] uma funcdo simples mensurdvel que satisfaz a
desigualdade 0 < ¢ < f, um ndmero a € (0, 1), a principio, fixo e os definimos os
conjuntos £, = {z € X : f,(z) > a¢(r)}. A monotonicidade da sequéncia {f,} é
transferida para a sequéncia de conjuntos, no sentido que £; C Fy C F3 C ... e vale

também que X = |J _y E,. Assim, vale que

/naws/nfng/fn.

Lembrando que a aplicac¢do associando cada conjunto A € M a integral f 4 ¥ € uma

neN

2Para uma introdugdo rpida, ver (Bartle, Robert G, 1996).
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medida em (X, M), temos pela continuidade da medida a seguinte relacao:

lim ay = lima w:a/ w:/z/}.
En En Unen En

Com isso, quando fazemos n — oo na ultima desigualdade, temos pela preservagdo de

o o<t [,

Fazendo ov — 1, também pela preservacdo de sinal, obtemos [+ < lim [ f,. Como a

sinal a seguinte desigualdade

relagdo vale para qualquer fungdo mensurdvel 0 < ¢ < f o valor lim [ f,, é uma cota
superior para os valores f 1) para v nestas condi¢des, por defini¢ao f f € o supremo desses

valores, segue que [ f < lim [ f,. O

3. Contraexemplo para integral de Riemann, calibres e uma versao do Teorema de

Saks-Henstock para a integral de Riemann

Primeiramente, verificamos que uma sequéncia mondtona de fungdes Riemann

integraveis pode convergir pontualmente para uma fun¢do que nio € Riemann integravel.

Exemplo. Para cada n natural considere £, o conjunto dos niimeros racionais do intervalo
[0, 1] que podem ser escritos como uma fragdo de nimeros inteiros em que o médulo do
denominador ndo excede n e f,, a restricdo de x g, para o intervalo [0, 1]. Desta forma,
a sequéncia { f,,} é uma sequéncia monétona de fun¢des que tem um nimero finito de
descontinuidades, e portanto sdo Riemann integriveis, convergindo pontualmente para
f = xo0l[0, 1]. Como para qualquer parti¢do P de [0, 1] a integral de Darboux inferior de f
é L(f; P) = 0 e a integral de Darboux superior de f é U(f; P) = 1, concluimos que f

nao é Riemann integravel.

A fungdo de Dirichlet € possivelmente o exemplo mais bem conhecido de uma
funcdo que ndo é Riemann integravel. Intuitivamente isso ocorre pois Q e R — Q sdo
densos e mapeados por xq a valores distintos. A teoria de Lebesgue resolve este problema
entendendo que a medida de Q € nula enquanto a teoria de Henstock-Kurzweil usa os

calibres para codificar a "insignificincia” de Q.
Definicdo.
1. Um calibre num intervalo [a, b] € uma aplicagdo 0 : [a, b] — (0, c0).

2. Seja P = {([z;_1,x;],t;) }I, uma particao pontilhada de [a, b]. Dizemos que P é

d-finase x; — x;_1 < 0(t;) paratodoi =1,...,n.
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E interessante observar que um nimero &, > 0 tem o calibre constante §(z) = Jy
como correspondente natural. Desta forma, uma particdo pontilhada é mais fina que ¢
se, e somente se, |P| < dp. Com essa observacdo em mente, definimos a integral de

Henstock-Kurzweil.

Defini¢do. Dizemos que uma funcdo f : [a,b] — R é Henstock-Kurzweil integravel
se existir um ndmero real [ tal que para todo € > 0 existir um calibre ¢ definido em
la, b] para que || f(t;)(x; — x,_1) — I| < € para qualquer particdo pontilhada J-fina
P ={([xi_1, z4], ;) }}_;. Neste caso, dizemos que / € a integral de Henstock-Kurzweil de

f eescrevemos [~ f =1.

Note que se restringissemos essa definicdo aos calibres constantes, teriamos
uma integral equivalente a integral de Riemann. Isto implica que toda funcao Riemann
integréavel f : [a,b] — R é também Henstock-Kurzweil integravel e [ f = [ T f
Exemplo, A fun¢do de Dirichlet ¢ Henstock-Kurzweil integravel no intervalo [0, 1]. Além

disso, colocando f = xg|[0, 1], temos [~ f = 0.

Demonstracdo. Considere £ > 0 e uma bijecao ¢ : Q — N. Com isso, construimos um

calibre ¢ : [0, 1] — (0, 00) pela relagdo

5() = 1 sex &€ Q,

27v@e sex € Q.

Deste modo, se P = {([x;_1, z;],t;)}}_; é uma parti¢do pontilhada d-fina. Considerando

I C {1,...,n} osubconjunto dos indices i tais que ¢; € Q, temos que
B WIOIERES YEERED DUUED DLEED St
el el reQ neN
Segue que f é Henstock-Kurzweil integrdvel e [ “f=0. [

Uma questao natural que surge quando comecamos a trabalhar com calibres € a
seguinte: dado um calibre ¢ : [a, b] — (0, 400) é sempre possivel encontrar uma parti¢ao
0-fina? O Teorema de Cousin ou Lema de Cousin, em homenagem ao matematico francés

Pierre Cousin (1867-1933), responde esta pergunta de forma afirmativa.
Teorema de Cousin. Para qualquer calibre 0 : [a,b] — (0,00) existe uma particdo

pontilhada J-fina.

Demonstragdo. Primeiramente, observamos que para que um calibre 6 : [a, b] — (0, 00)

ndo admita particdo pontilhada d-fina é necessario que para qualquer ¢ € (a, b) ou [a, ¢| ndo
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admite parti¢do pontilhada ¢|[a, c|-fina ou [c, b] ndo admite parti¢do pontilhada J|[c, b]-fina.
Com o objetivo de chegar a uma contradi¢do, digamos que ¢ : [a,b] — (0,400) é um

calibre que nao admite uma parti¢cdo J-fina. Usaremos isso para construir uma sequéncia

de intervalos encaixantes por recursdo. Colocamos [a1,b;] = [a,b] e supomos que ja
foram definidos [ay, b1], . .., [an, by] de modo que [ay, bi| ndo admite particdo J|[ax, by)-
fina paratodo k = 1,...,ne byy; — ary1 = b’“;“’“ paratodo k = 1,...,n — 1. Para

definir [a,,11,by1] consideramos ¢ = %(a, + b,). Caso 6[a,, ¢] ndo admitir parti¢do
d|[an, c]-fina, colocamos a,+1 = a, € b,41 = c. Caso contrario, colocamos a,; = ¢
e byy1 = b,. Assim, temos [a1,b1] D [az,bs] D ..., em que nenhum intervalo [a,, b,]
admite parti¢do d|[a,, b,]-fina e b, — a,, = 2'7"(b — a). Pelo Teorema da Interse¢do de
Cantor, existe ¢ € [),,cyl@n, bn]. O fato termos ¢ € [ay,, b,] € [a,, b,] ndo admitir particdo
8[an, b,]-fina, implica que 0 < §(c) < b, — a, = 2'7"(b — a). Deste modo, segue do

Teorema do Confronto que d(c) = 0. Uma contradig@o. O

O proximo resultado que precisaremos € uma adaptacdo do Teorema de Saks-
Henstock para a integral de Riemann. Esse resultado € importante na teoria da integragdo de
Henstock-Kurzweil em que ele pode ser usado para demonstrar o Teorema da Convergéncia
Monétona, como € feito em (Bartle, Robert Gardner, 2001). Antes de enuncia-lo, faremos
um breve comentério sobre subparti¢des e relembramos o Critério de Riemann que sera

usado na demonstracao.

Defini¢do. Uma subparti¢do de um intervalo [a, b] € uma familia finita P = {([u;, vi], t;) }ier
em que os interiores dos intervalos [u;, v;] sdo disjuntos e t; € [u;,v;] para todo i € 1.
Definimos a norma da subparti¢do como | P| = max |u; — v;|. Além disso, para um calibre
d : la,b] = (0, +00), diremos que a subparti¢do é d-fina se tivermos que v; — u; < 0(t;)
paratodo i € I.

Critério de Riemann. Seja f : [a,b] — R é uma fun¢@o Riemann integravel. Para todo

e > 0 existe 0 > 0 tal que para qualquer parti¢ao pontilhada P = {([z;_1, x;], ;) }I-, de

[a,b] com |P| < ¢, tem-se

3

W(f; [ricy, i) (2 — i) <€
i=1
em que, para qualquer subconjunto ndo vazio F C [a, b, o nimero w(f; E) é a oscilagéo
de f em E, ou seja:

w(fi E) = sup |f(z) = f(y)].

z,yeE
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Teorema de Saks-Henstock® (para a integral de Riemann). Seja f : [a,b] — R é uma
funcdo Riemann integravel. Para todo £ > 0 existe 6 > 0 tal que para qualquer subparticdo
pontilhada Q@ = {([u;, v;], t;) }ics de [a, b] com |P| < § tem-se que

ZEJ/ f—=ft)(z; —xiq)| <e.

Demonstragcdo. Por f ser Riemann integravel, existe uma ¢ > 0 tal que toda parti¢ao
pontilhada P = {([x;_1, ], t;) }ier com |P| < § tem-se que

Zw<f§ (i, ]) (2 — wim1) <e.

iel
Desta forma, considere @ = {([u;, v;], ;) }ies uma subparti¢ao pontilhada de [a, b] com
Q| < de P ={([ri_1,x,t;) }ic; uma particio pontilhada de [a, b] que contém (), isto é

J C Ielu;,v;] = [x;_1,x;] paratodo i € J. Desta forma

- [f—f(ti)]‘

i€l

<Z/ - £

el

< Z (L‘Z_l,CL’Z ((L‘Z — J:z'—l) <e€.

el

f f - 1'1'71)

zEI Li

Portanto,

f f i — Li— 1) < €.

/ff )

ZT;

ied zEI

4. Teorema da Convergéncia Monotona para integral de Riemann

Embora seja possivel demonstrar o Teorema da Convergéncia Monétona para a in-
tegral de Riemann (sob a hipdtese adicional de que a fun¢do limite seja Riemann-integravel)
utilizando a teoria da integral de Lebesgue, essa abordagem exigiria o desenvolvimento
prévio de todo o ferramental de medida e integracdo de Lebesgue. A demonstracdo que
apresentaremos aqui, devida a Brian S. Thomson (Thomson, 2010), usa apenas o Teorema

de Cousin e a versdao do Teorema de Saks-Henstock para a integral de Riemann. Outra

3Saks em memoéria do matemético polonés Stanistaw Saks (1897—1942).
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demonstragdo interessante, € um pouco mais curta, usando calibres e a caracterizacao de
Lebesgue das fun¢des Riemann integraveis pode ser encontrada em (Niculescu; Popovici,
2011).

Teorema da Convergéncia Mondtona (para integral de Riemann). Considere { f,,} uma
sequéncia de ndo decrescente de fun¢des Riemann integraveis f,, : [a, b] — R convergido

pontualmente para fungao f : [a,b] — R. Se f é Riemann integravel, entdo

/abf:lim/abfn.

Demonstragdo. Sera suficiente provar que para as fungdes g, = f — f, temos temos
que lim fab gn = 0. Sejae > 0. Como cada g, é Riemann integravel, pelo Teorema de
Saks-Henstock, para cada n, existe J,, > 0 pequeno o suficiente para que toda subparticao
pontilhada P = {([u;, v;],t;) }ser com |P| < 4, satisfaca

2

el

27 "¢
b—a+1

/ Y g — galt) (0 — )| <

i

Para construirmos um calibre, associe a cada x € [a, b] um nimero natural N (x) de modo

que gn(z) < 3= sempre que n > N(x). E com isso, definimos um calibre ¢ em [a, b]

por 6(z) = On( paratodo a < x < b. Sendo P = {([w;—1, ], }ic; uma particdo
pontilhada J-fina, colocamos N = max;c; N (t;) e particionamos o nosso conjunto de

indices nos subconjuntos disjuntos [, = {i € [ : N(t;) = j} paraj=1,..., N.

Para cada j € {1,..., N}, a subparticdo Q; = {[x;_1, 7], t; }icr; € 0;-fina uma
vez que z; — x;—1 < 6(t;) = On(;) = 0; paratodo i € I;. Assim, segue da inequagdo que

obtivemos pelo Teorema de Saks-Henstock, que

2.

iEIj

27Jg

b—a+1

/ g5 — 95 (ts)(w; — x| <
Ti1

E isso implica que

S u<itis it S5

i€l

Com essa desigualdade, estamos prontos para mostrar que lim fab gn = 0. Com
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efeito, se n > N, temos

Jj=1i€l; i
N )
27 ¢
= Z |:b —a+1 Zg](tz)(% Ti-1)
-721 ZGIj
n N
€ iy
T bh—a 12 TN gt (@i — wi)
j=1 iEIj
€ €
< b—a+1+(b_a)b_a+1

Com isso,

5. Resultados da Pesquisa (Parciais ou Finais)

Neste trabalho, estudamos o Teorema da Convergéncia Monétona, um teorema
classico, geralmente trabalhado no contexto da teoria de integracdo de Lebesgue. Vimos
que o teorema também € valido para a integral de Riemann, desde que a fun¢ao limite
da sequéncia seja Riemann integrdvel. Essa abordagem permite conectar as trés prin-
cipais teorias de integracdo: a de Riemann, a de Lebesgue e a de Henstock-Kurzweil,
evidenciando como os calibres podem ser aplicados mesmo fora da teoria da integracao de
Henstock-Kurzweil.
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