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Resumo:

Neste trabalho, apresentamos generalizagdes de teoremas cldssicos, como o Teorema de
Rolle e o Teorema do Valor Médio de Lagrange, para o contexto de fungdes que possuem
derivadas laterais (a direita e a esquerda), mas que nao sdo necessariamente derivaveis no
sentido usual.
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1. Introducao

A Anédlise é uma drea fundamental da Matematica que, entre outros temas, estuda
as propriedades das funcdes e fornece ferramentas para compreender seu comportamento.
Dentro dessa édrea, teoremas importantes, como os Teoremas de Rolle e de Lagrange,
desempenham um papel essencial, ao estabelecerem relacdes entre a derivada de uma

func¢do e seu comportamento ao longo de um intervalo.

Entretanto, em muitos contextos praticos e tedricos, surge a necessidade de traba-
lhar com fun¢des que ndo sdo derivaveis no sentido cldssico, mas que admitem derivadas
laterais, isto €, derivadas a direita e a esquerda. Esse tipo de func¢do aparece naturalmente
em problemas envolvendo fung¢des definidas por partes ou em fendmenos com desconti-

nuidades.

Motivados por esses cendrios, nosso objetivo neste trabalho é apresentar for-
mas mais gerais de alguns teoremas classicos da Analise Real, vdlidas para funcdes que
possuem apenas derivadas laterais. De forma precisa, apresentamos generalizacdes dos

seguintes resultados:
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Teorema 1.1 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R continua. Se f é derivdvel em (a,b)
e f(a) = f(b), entdo existe c € (a,b) tal que:

f(e) = 0.

Teorema 1.2 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja f : [a,b] — R continua. Se f

é derivdvel em (a,b), entdo existe c € (a,b) tal que:

F0) = fl@)

I'e) = Ho—

Teorema 1.3 (Teorema do Valor Médio de Cauchy). Sejam f, g : [a,b] — R continuas. Se
f e g sdo derivdveis em (a,b), g'(x) # 0 para todo = € (a,b) e g(a) # g(b), entdo existe
c € (a,b) tal que:

Esses resultados, bem como suas demonstra¢des, podem ser encontrados em
Lima (2007).

2. Algumas Generalizacoes

O primeiro topico a ser abordado serdo as generalizacdes dos Teoremas de Rolle,
do Valor Médio de Lagrange e do Valor Médio de Cauchy, todas desenvolvidas em Kubik

(1962). Essas generalizagOes sdo as seguintes:

Este primeiro resultado é uma generalizacdo do Teorema de Rolle, em que a
hipdtese da fungdo ser derivavel € substituida pela hipotese de ser derivavel a esquerda e

a direita.

Teorema 2.1. Seja f : |a,b] — R uma fun¢do continua em |a, b] e derivdvel a direita e a

esquerda em (a,b). Se f(a) = f(b), entdo existe c € (a,b) tal que f' (c)f" (c) <

Demonstragdo. Primeiro, consideremos o caso em que f(a) = f(b) = 0. Se f for
identicamente nula, entdo f’ também é, logo qualquer z € (a, b) pode ser tomado como
o ponto ¢. Agora, vamos assumir que f # 0. Assim, existe um ponto xy € [a, b] tal que
f(xg) # 0. Como f(a) = f(b) = 0 podemos concluir que =y € (a,b). Vamos assumir,
sem perda de generalidade, que f(xg) > 0. Pelo Teorema de Weierstrass temos que f
assume um valor maximo e um valor minimo em [a, b]. Seja M o valor maximo de f em
[a,b]. Como f(x¢) > 0e f(zg) < M, entdo M > 0. seja ¢ € [a,b] tal que f(c) = M.
Dado que f(a) = f(b) = 0e M > 0, temos que ¢ € (a,b). Assim, para todo h > 0,
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h € R, temos f(c —h) < f(c)e f(c+ h) < f(c). Logo

<0 fim et = f)
h—0t+ h

<0= fi(c) <0,

flet+h) = [l
h

FO=Sle=h) o

> ! > ().
h h—0+ z0= f_(C) =0

fle) = fle=h)
h

Sendo assim, [’ (c)f’(c) < 0. Agora, caso f(a) = f(b) # 0, basta definirmos a fungdo
g : la,b] — R por

Deste modo, temos que g é continua em [a, b] e possui suas duas derivadas laterais em
(a,b). Além disso, temos que g(a) = g(b) = 0. Pelo caso anterior, podemos garantir que

existe ¢ € (a, b) tal que ¢, (c)g’_(c) < 0. Note que ¢, (c) = f.(c) e g’ (c) = f_(c). Logo
g4 (0)g"(c) 0= fi(c)f.(c) <0.

O teorema estd, portanto, demonstrado. O]

Observacdo 2.2. Observe que se a funcdo do Teorema 2.1 for derivdvel, ou seja, se suas
derivadas laterais sdo necessariamente iguais, entdo o teorema se reduz ao Teorema de

Rolle usual (Teorema 1.1).

O préximo resultado € uma generalizacdo do Teorema do Valor Médio de La-
grange, onde a hipdtese de diferenciabilidade € substituida pela hipétese de diferenciabi-

lidade unilateral.

Teorema 2.3. Seja f : |a,b] — R uma fungdo continua em [a, b] e derivdvel a esquerda e

a direita em (a, b). Existe um ponto ¢ € (a,b) tal que:

(ﬂ%:g@%iﬁ@)(ﬂﬂilﬁlif@>ga

Demonstragdo. Definamos a fungdo g : [a, b] — R por

g@y:ﬂ@—f@yux—@<ﬂ%{§@§.

Como g é composta por somas e produtos de fun¢des continuas em [a, b] e derivdveis

a esquerda e a direita em (a,b), temos que g é continua em [a, b] e possui suas duas
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derivadas laterais em (a, b), sendo

¢ (z) = —fi(x) + w e g (x)=—f (x)+

Além disso, note que

m®=f®%40%+@—@(ﬂ%}§ﬂ>za

Desta forma, g satisfaz as hipéteses do Teorema 1, logo existe ¢ € (a, b) tal que ¢/, (¢)g”_(c) <

(ﬂbz); - 5(&) _ ﬂ@) (W - f’_(c)> <0. _

0, ou seja

]

Observacdo 2.4. A interpretacdo geométrica do Teorema 2 seria que para uma fun¢do
f : la,b] — R que satisfaz as condigcdes de ser continua em |[a,b] e possuir suas duas
derivadas laterais em (a,b), existird um ponto ¢ € (a,b) tal que a reta que passa pelos
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) serd mais inclinada que a reta tangente a direita no ponto

(¢, f(c)) e menos inclinada que a tangente a esquerda em (c, f(c)), ou vice-versa.

Observagdo 2.5. Note que se a funcdo [ do teorema anterior for derivdvel, ou seja, se
suas derivadas laterais sdo iguais, entdo o teorema se reduz ao Teorema do Valor Médio

de Lagrange usual (Teorema 1.2).

O préximo resultado é uma generalizagdo do Teorema do Valor Médio de Cau-
chy, onde a hipétese de diferenciabilidade é substituida pela hipdtese de diferenciabilidade
unilateral e € retirada a hipétese de que ¢'(z) # 0 para todo x € (a,b). Mais precisa-
mente, g ndo € necessariamente derivavel, mesmo assim suas derivadas laterais nao sao

necessariamente nao nulas em todos os pontos do intervalo (a, ).

Teorema 2.6. Sejam f, g : [a,b] — R fungdes continuas em [a, b] e derivdveis a esquerda

e a direita em (a,b), com g(a) # g(b). Entdo existe ¢ € (a,b) tal que:

f(b)_f(a)/ / f(b)_f(a)/ /
<mw—gmﬂ“@‘f“@)(mw—gmﬂ*”‘f*@>§0
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Demonstrag¢do. Definamos a fungio ¢ : [a, b] — R por

f(b) = f(a)

p(x) = f(a) = f(z) + [g9(x) — g(“)]m-

Note que esta funcdo satisfaz as hipéteses do Teorema 1, ou seja, é continua em [a, b],
derivavel a esquerda e a direita em (a, b) e p(a) = ¢(b). Desta forma, existe ¢ € (a, b) tal

que ¢, (c)¢’_(c) < 0. Observe que

/ —0— f'(c "(¢) — f(b)_f<a):_lc /Cf(b)_f(a)
€

/ —0—f'(c "(¢) — f(b>_f(a’):_lc /cf(b)_f(a)

PL(e) = 0= J(6) g 0) = 01— s = = () + gL (o) = s

Observagdo 2.7. Observe que se as fungdes f, g do teorema anterior sdo derivdveis, e se
g'(z) # 0 para todo = € (a,b) entdo o teorema se reduz ao Teorema do Valor Médio de

Cauchy usual.

O segundo topico a ser abordado serdo outras generalizagdes dos Teoremas de
Rolle, do Valor Médio de Lagrange e do Valor Médio de Cauchy, as quais foram desen-
volvidas em Karamata (1951). Essas generalizacdes sdo as seguintes:

O resultado a seguir é uma generalizacdo do Teorema do Valor Médio de La-
grange, onde a hipdtese de diferenciabilidade € substituida pela hipdtese de diferenciabi-

lidade unilateral.

Teorema 2.8. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua em |a,b]. Se f for derivdvel a
esquerda e a direita em (a,b), entdo existem ¢ € (a,b) e p,q € Ry, comp+ q = 1, tais

que:
w = pfi(c) +qf" (c).

Demonstragdo. Para facilitar a escrita, fagcamos

f(b) = f(a)

b—a =@
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Definamos o/, 0’ € (a,b) pora’ = a+hel = a+ 2h, sendo h = ”_T“ Desta forma,

temos que

f(0) = fla) _ f(b) = f(V) + F(V) — f(a) + f(a) — f(a)

@= b—a - b—a
)= f@) | fO) = fld) | fld) = fla)
N b—a + b—a + b—a

fo) = f) | f¥) = fla) | fd) = f(a)

Y S A S V)

L[ f) = f@) | fO)— f(a) | fla)— f(a)]
~3 n T
L) = fO) | fQ) = fla) | fld) — fla)
_g_ b—U * b —a * a —a

Definamos ¢ : [a,b] — R por

Desta forma, temos que

Q = 5lolt) + (@) + (@),

Suponha que ¢ ('), p(a’), p(a) < Q. Desta forma, temos

p(V) + p(a’) + ¢(a)
3

< Q.

O que é um absurdo, logo um dos trés deve ser maior ou igual a (). Vamos assumir,
sem perda de generalidade, que ¢(a’) > Q. Caso ¢(a’) = @, definamos a; = a’ e
by = a; +h = d + h = V. Desta forma, temos que [a;,b1] € [a,b]. Além disso,

bl—alzh:l’_T"‘e
f(br) = f(ar)

by —ay

=p(d) = Q.
Caso ¢(a’) > @, suponha que p(V'), p(a) > Q. Assim

p(V) + p(a’) + ¢(a)
3

> Q.

O que é um absurdo, logo pelo menos um dos dois valores deve ser menor que (). Vamos
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assumir, sem perda de generalidade, que p(a) < . Assim, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, existe a; € (a,a’) tal que p(a;) = Q. Sendo assim, definamos b; = a; +h

para obter um intervalo [ay,b1] C [a,b] tal que by —a; = h = %% ¢

f) = flar)  flar+h)— flar) _
bl — - h N w(al) N Q

Em todo caso, podemos observar que sempre é possivel construir um intervalo [ay, b;] C

bfTa e f(b1)—f(aa

[a,b] de modo que b; — a; = — ) = Q. Aplicando esta ideia de maneira

=

indutiva, iremos obter uma sequéncia de intervalos encaixantes [ay, by] 2 [ag,b] D -+ D

[an,b,] 2 - -, de forma que

bn_an:

f(bn) — flan)

bn_an

- Q.

Para todo n € N. Dado que cada intervalo da sequéncia estd contido propriamente no

anterior e que

. . b—a
0 e = ) = i 5 =0

Podemos garantir que existe ¢ € [[a,, b,] tal que a,, e b, tendem ao ponto ¢ quando n
tende ao infinito. Observe que
Q: f(bn)_f(an) _ f(bn)_f<c)+f(c)_f(an)

bn_an bn_an

_ ) = J(e) | fle) = flaw)

bn_an bn_an

_bn_c_f(bn)_f<c)+c_an.f(c)_f(an)

b, —c b, — ay, c— ay, b, — an,

- b, —c ‘f(bn)_]%c)_‘_ C—an ‘f(c)_f(an)

b, — ay, b, — ¢ b, — a, c—an,

Agora, definamos para todon € N

b, — ¢ c— ay

pn:bn—&n
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Deste modo

b,—c+c—a, b,—a,
Pnt Qo = = =1
b, — a, b, — a,

Além disso, note que (b, — ay,), (b, — ¢),(c — a,) > 0 para todo n € N, ou seja, as
sequéncias (pn)nen € (¢n)nen s30 limitadas inferiormente por 0 e superiormente por 1,
pois dado que p, + ¢, = 1€ p,, g, > 0, devemos ter p,,, g, < 1. Ainda

f(bn) — f(c) f(e) = flan)

+ gy
b, — ¢ 4 c— ay,

Q = Pn -
Para todo n € N. Agora, veja que se tomarmos ¢ = b, — ¢, temos

o Fl) = 5@ e+ (o)

n—00 bn —C £—0t f

_ !/
=T +(C)-
E ao tomarmos ¢ = a,, — ¢, podemos observar que

NGRSO

n—00 C— Gy ¢—0~ —o ¢—0~ ¢

Agora, vamos analisar dois casos. O primeiro caso é quando f € derivavel em (a, b), ou

seja, suas derivadas laterais sdo necessariamente iguais. Neste caso, note que

f'(e) = f(c)(pn + qn) = puf'(c) + g f'(c).

Assim
PSS (NS C I (G5
= Q1)) = p TOZTO ) TOZT) iy )

:Q—ﬂdzm(ﬁ@li@—fwo+%(ﬁil&@—f@)

b, — ¢ c— ay

= @70 = i [pn (18O i) g, (PO gy

b, — ¢ c— ay,
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Veja que
b (20 - (4 ) o

Pois (pp)nen € (¢n)nen sdo limitadas, enquanto as outras sequéncia convergem para 0,
logo
Q—f(c)=0=Q = f(c).

Ao tomarmos p = % = ¢, temos:

f(b) = f(a)

= Q=pfe)+af'(c) =pfile) +¢fL(c).

Caso f nio seja derivavel em (a, b) ou seja, suas derivadas laterais sdo necessariamente

diferentes, observe que

fe) — flan) f(bn) = f(e) fle) = flan) _ fle) = f(an)

Q_—:pnb——}-qn
€~ On n—C C—an C— ap
—p LI g gy OS]
n — C c— ap

flon) = fle) — fle) = flan)

n

—= n
b, — ¢ c— ay

o (f(bn) —flo) _ flo) = f(%)) ‘

b, —c C— ay

Desta forma

Definamos p = lim p,,. Sendo assim
lim ¢, =1—p.
n—oo

Facamos ¢ = 1 — p. Desta forma, temos p +q¢ = 1 e p,q > 0, pois p,,, ¢, > 0 para todo
n € N. Além disso

pfi(c)+qf.(c) = lim

OO CRPRCE () I

b, — ¢ c— ay
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Concluindo, assim, a demonstragao. O

Observagdo 2.9. Como podemos observar na propria demonstracdo do teorema, se f for

derivdvel, entdo o teorema é reduzido ao Teorema do Valor Médio de Lagrange usual.

O proximo resultado € uma generalizagdo do Teorema de Rolle, em que a hip6tese

de diferenciabilidade € substituida pela hipétese de diferenciabilidade unilateral.

Teorema 2.10. Seja f : [a,b] — R continua. Se f é derivdvel a esquerda e a direita em

(a,b) e f(a) = f(b), entdo existem c € (a,b) e p,q € Ry, comp+ q = 1, tais que:

pfi(c)+afl(c) =0.

Demonstracdo. Note que f satisfaz todas as hip6teses do Teorema 4, logo existem ¢ €

(a,b)ep,q € Ry, comp+ q =1, tais que

f(b) — f(a)

- =0.

pfi(c) +af (c)=

Pois, por hipétese, f(b) = f(a). O

Observagdo 2.11. Se a funcdo f for diferencidvel, entdo o teorema anterior se reduz ao

Teorema de Rolle usual.

O resultado a seguir € uma generalizagdo do Teorema do Valor Médio de Cauchy,
onde a hipdtese de diferenciabilidade é substituida pela hipdtese de diferenciabilidade
unilateral e as hipéteses de g(a) ser diferente de g(b) e ¢’(x) ser ndo nula em todo o

intervalo (a, b) sdo retiradas.

Teorema 2.12. Sejam f, g : [a,b] — R continuas. Se f e g sdo derivdveis a esquerda e a

direita em (a,b), entdo existem ¢ € (a,b) e p,q € Ry, com p+ q = 1, tais que:

[pfi(e) +af (o) - [9(b) — g(a)] = [pg} (c) + ag”(0)] - [£(b) — f(a)].

Demonstrag¢do. Definamos a fungio ¢ : [a, b] — R por

p(x) = [f(x) = f(a)] - [9(b) = g(a)] + [f(b) = f(a)] - [9(x) — g(a)].

Desta forma, ¢ satisfaz as hipdteses do Teorema 5, logo existem ¢ € (a,b) e p,q € Ry,
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com p + q = 1, tais que:

pe(c) +q¢ (c) =0
= [pfi(c) +af ()] - [g(b) — g(a)] = [pg(c) +qg"(c)] - [f(b) — f(a)] =0

= [pfi(c) +af2(e)] - [9(b) — g(a)] = [pgy (c) + g9~ (0)] - [£(b) — f(a)].
O

Observagdo 2.13. Quando f e g sdo derivdveis, g(a) é diferente de g(b) e ¢'(x) é ndo
nula em (a,b), o teorema se reduz ao Teorema do Valor Médio de Cauchy usual. Caso
tenhamos apenas as hipdteses adicionais de que g(a) # g(b) e ¢, (), ¢"_(x) sdo estrita-
mente positivas ou estritamente negativas em (a,b), a equacdo obtida pode ser reescrita

na forma:
F) = f@) _ pFL(e) +af (0
9(b) —gla)  pgi(c) +qg’ (c)

Que se assemelha mais a equacdo obtida no Teorema do Valor Médio de Cauchy usual.

3. Resultados da Pesquisa (Parciais ou Finais)

Neste trabalho, apresentamos generaliza¢des dos Teoremas de Rolle, do Valor
Médio de Lagrange e do Valor Médio de Cauchy, no contexto em que a hip6tese cldssica
de derivabilidade € substituida pela existéncia de derivadas laterais. Verificamos também
que, nos casos em que a fun¢do € derivavel no sentido usual, os resultados obtidos coin-

cidem com as versOes classicas desses teoremas.
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